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Week 23: Analyse-mix

Opgave 1 Vind alle continue functies f : R — R die voldoen aan f(0) =1 en

f(2x) - f(z) = =,
voor alle ¢ € R.

Opgave 2 Zija € (0,1) een reéel getal en f: R — R een functie die voldoet aan

(i) tim, g 251020 _ g,

f(x) =0.

x

Bewijs dat lim,_¢

Opgave 3 Laat f en g functies zijn die in een omgeving van een punt a € R in ieder geval n-
voudig continu differentieerbaar zijn die bovendien voldoen aan f(a) = o = g(a), f'(a) = ¢'(a),
o f (@) = gV (a) en £ (a) # g™ (a). Druk de limiet

L) eote)

im ———

a=a f(z) - g(x)

uit n o.

Opgave 4 Zij f:[0,1] = R een continue functie. Bewijs dat

/ﬂxf(sinx) dzx = 77/5 f(sinz) dx.
0 0

Opgave 5 Zij f : R — R tweevoudig differentieerbare functie met positicve tweede afgeleide.
Bewijs dat

fla+ f(2) = f(2)

voor alle x € R.

Opgave 6 Gegeven zijn twee rijtjes van positieve reéle getallen ay,as,...,ar en by, by, ... by die

voldoen aan
Yar+ faz+ ...+ Yag = o+ Yo+ + Ul

voor alle n € N. Bewijs dat k =1 en dat ayas ...ax = b1bs ... by.

Opgave 7 (LIMO 2009) Laat f : R — R een continu differenticerbare functie zijn met de
eigenschap dat er een ¢ > 0 is zodat

[z f(z) —yf()| < clz —yl

voor iedere x,y € R. Bewijs dat f Lipschitz continu is. Dat wil zeggen: Laat zien dat er een ¢ > 0
bestaat zodat

[f(@) = f(y)] < élz—yl
voor iedere z,y € R.
Opgave 8 Bewijs dat als f : R — R een differentieerbare functie is met de eigenschap dat

lim, 00 f(2) bestaat en eindig is. Als de limiet lim, oo xf'(z) eveneens bestaat, bewijs dan dat
deze geligk is aan 0.
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Opgave 9 Beschouw de polynomen

n n
— k _ Ok k&
P(z) = Zakx Qzx) = Z 1%
k=1 k=1
over de reéle getallen van graad n > 1. Gegeven is dat 1 en 2" nulpunten zijn van Q. Bewijs

dat P een positief nulpunt heeft dat kleiner is dan 2™.

Opgave 10 Gegeven zijn positieve reéle getallen a en b. Bepaal

b =z b
Ea — E=x
/ T
o T
Opgave 11 Laat X en Y twee 2 X 2-matrices zijn over C.

a) Neem aan dat X inverteerbaar is. Bewijs de volgende identiteit

det(X +Y) +det(X —Y) =2(det X + detY).

b) Bewijs de ongelijkheid voor alle complexe 2 X 2-matrices.

Opgave 12 Vind alle continue functies f : [0,1] — R die voldoen aan

/01 f(z) do = % —|—/01 f(z?)? da.

Opgave 13 Laat f : [0,1] = R een continue functie zijn zo dat

/Olf(x) dx:%.

Bewijs dat er een xo € (0,1) bestaat met

1
1+ 2

< f(zg) < 2x0.



